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Introduccion

¢Qué es la geometria?
:Cuantas dimensiones conoces?
¢Qué dimension tiene la frontera de un pais?

iHoy intentaremos contestar estas preguntas!
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El juego del caos

Material necesario

O

O

Folio

Regla

Compas

Lapiz o boligrafo
Dado
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El juego del caos

Dibuja un triangulo equilatero. 10 minutos
Nombra los vértices con A, By C.
Elige un punto del interior del tridngulo con el que empezar.

Lanza un dado. Si obtienes:
o 102: ponlaregla uniendo tu punto con el punto Ay dibuja

marca la mitad de ese segmento.

W=

o 3 04: mismo procedimiento con B
o 50 6: mismo procedimiento con C

5. A partir del punto dibujado, repite el proceso muchas veces
(infinitas)
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El juego del caos

:Qué has obtenido?
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El juego del

Video
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https://www.facebook.com/watch/?ref=saved&v=1164298259147226

El triangulo de Serpinski

e Paso 0.1: Dibuja un triangulo equilatero de lado L — Triangulo inicial
o Calcula su perimetro en funcion del lado L (P,)

o El dreainicial es A0

e Paso 0.2: Dibuja el triangulo midal del inicial (une los puntos medios de cada lado).

o Deja ese tridangulo vacio y colorea los otros tres.

e Paso 1: Conjunto 1
o Calcula el perimetro del conjunto (P.) en funcién del lado inicial: L.
o Calcula el area total (A,). Al area total puedes quitar el area del midal.

m Pon el drea en funcién de A.
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El triangulo de Serpinski

e Paso 3.1: Dibuja el triangulo midal de los triangulos coloreados

e Paso 3.2: Conjunto 2
o Calcula el perimetro del conjunto (P,)

o Calcula el area total (A,) en funcion de A,..

e Sigue repitiendo el proceso varias veces — iteracion

o Calcula el perimetro (P,) y el area total (A ) de cada paso en funcién del lado
inicial (L) y el area inicial (A,)
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El triangulo de Serpinski

¢Qué pasa con el perimetro?
¢Puedes encontrar alguna recurrencia, algun patron?

¢Y con el area?
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El triangulo de Serpinski

e Aquiencontraras una Simulacion con Geogebra del Triangulo de Serpinski

@,

GeaGebra

e Y dos video donde se van viendo las diferentes iteraciones.
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https://www.geogebra.org/m/Mb4wbS8v
https://www.geogebra.org/m/Mb4wbS8v
https://www.youtube.com/watch?v=ackDGIKx1cw
https://www.youtube.com/watch?v=TLxQOTJGt8c

El triangulo de Serpinski

A LA

(Base Triangle)

Total Triangles: 1

Iteracion (1)

Total Triangles: 3 Total Triangles: 9 Total Triangles: 27
Perimetro total (P,,) Area total (4,,)
0 0
- (3 40-(3)
3\1 331
3L (3) 4o ()
2 2
3L- (3) Ao~ ()
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El triangulo de Serpinski

- Vamos a darles valores concretos para ver qué pasa con el perimetro y el area total.
- SiL=1

Iteracion Perimetro total Area total

0 3L-(3)° Ay (3

10

100

1000
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El triangulo de Serpinski

e Cuantas mas iteraciones se hacen (n — )

o ¢Qué pasa con el area del triangulo de Serpinsky?

o ¢Y con el perimetro?
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El triangulo de Serpinski

e Cuantas mas iteraciones se hacen (n — )
o ¢Qué pasa con el area del triangulo de Serpinski?

m El drea del tridngulo tiende a cero cuantas mas iteraciones se hacen.
3 n

o ¢Y con el perimetro?

m El perimetro tiende a infinito.

n
3
Pn =3. L[| =
2
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Inciso - Logaritmos

e Paraentender mejor los puntos que vienen a continuacion, hace falta conocer el
concepto de Logaritmo.

e Ellogaritmo es el numero al que hay que elevar la base para obtener el
argumento.

2328 e log,(8)=3

- Sino pone ninguna base, se presupone que es 10.
- Logaritmo neperiano (In) la base es el numero e.
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El triangulo de Serpinski - Dimension

¢Que dimension tiene este triangulo tan especial?
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Dimension fractal

e Ladimensidén se puede calcular con la siguiente formula
o N:es el numero de copias
o r:es el factor de ampliacion/reduccion

o D esladimensién fractal

N=rP

e Despejando D se obtiene la dimension

_ IOE N
D= log r
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Dimension fractal - triangulo de Serpinski

e /Cual esla dimensidn fractal del triangulo de Serpinski?

o N:es el numero de copias
o r:es el factor de ampliacion/reduccion

_ 108 N
D= log r
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Dimension fractal - triangulo de Serpinski

e /Cual esla dimensidn fractal del triangulo de Serpinski?

R lOE N
D= logr

o N:es el numero de copias
o r:es el factor de ampliacion/reduccion

_ log3
D= log 2
D =~ 1,585

e Ladimensiénestaentre1y?2
o Es mas que 1, porque el fractal ocupa mas espacio que una linea.
o Es menos que 2, porque no llega a rellenar completamente una superficie.
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Triangulo de Serpinski y Pascal

e A continuacion, tenéis unos enlaces que relacionan el Triangulo de Pascal y
Serpinsky
o Relacién con el triangulo de Pascal - Fractales
o Colour the odd numbers. A fractal appears
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https://personales.unican.es/alvareze/estalmat/Fractales2/sierpinski-pascal.html
https://www.youtube.com/shorts/vvP5-ujteLw

Esponja de Menger

e Laesponja de Menger es un fractal muy particular que se ided en el siglo XX.
Vamos a ver los pasos necesarios para construirlo.

e PASO 0. Partiremos inicialmente de un cubo.

e PASO 1: Este cubo se divide en 27 cubos iguales. ;Lo visualizas? Viene a tener la
misma pinta que el famoso cubo de Rubik.

e PASO 2: Eliminamos los cubitos centrales de cada cara y el cubito
cubo.

Actividad obtenida de www.maths4everything.com
15fdfe_6938b0461dae4celalbieda8a96dc4d5.pdf
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http://www.maths4everything.com
https://www.maths4everything.com/_files/ugd/15fdfe_6938b0461dae4ce0a1b1eda8a96dc4d5.pdf

Esponja de Menger

e Llegados a este punto, tenemos una esponja de Menger de nivel 1.

e Para construir una esponja de nivel 2 lo que debemos hacer es repetir los pasos
anteriores con cada uno de los cubitos que tenemos en la figura final del nivel 1. Y
asi sucesivamente.

e ;Hasta cuando? Pues hasta el infinito y mas alla.
e De hecho, la esponja de Menger es la figura que nos quedaria tras repetir el
proceso hasta el infinito.
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El copo de Koch

e Paso 0: Dibuja un triangulo equilatero de lado L

o Calcula el perimetro inicial — P,

e Paso
o Divide cada segmento en 3 partes iguales
o Sobre la parte central construye un tridngulo equilatero y elimina la base.

o Calcula el perimetro del conjunto — P,

e Paso 2: Sobre cada uno de los segmentos resultantes, vuelve a realizar el paso 1.

o Calcula el perimetro del conjunto — P,
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El copo de Koch
e Cuantas mas iteraciones se hacen (n — ) A ZCK gi:} gﬁg 5:3

o ¢Qué pasa con el perimetro del copo de Koch?

o ¢Yconelarea?
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El copo de Koch
e Cuantas mas iteraciones se hacen (n — ) A ZCK gi:} gﬁg 5:3

o ¢Qué pasa con el perimetro del copo de Koch?

m El perimetro tiende a infinito

4 n
P,=3L|(<
iz (3)

o ¢Yconelarea?

m El area es finita
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El copo de Koch

céiiun perimetro infinito encierra un area finita!l??

A TREIEIES

¢Cual sera la dimension fractal del copo de Koch?
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Dimension fractal - Copo de Koch

e ;Cual es la dimension fractal del copo de Koch?

R lOE N
D= logr

o N:es el numero de copias
o r:es el factor de ampliacion/reduccion
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Dimension fractal - Copo de Koch

e ;Cual es la dimension fractal del copo de Koch?

R lOE N
D= logr

o N:es el numero de copias
o r:es el factor de ampliacion/reduccion

In(4
B i— Q ~ 1.2619
In(3)
e Ladimensiénestaentre1y?2
o Es mas que 1, porque el fractal ocupa mas espacio que una linea.
o Es menos que 2, porque no llega a rellenar completamente una superficie.
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Copo de Koch

e Aquiencontraras una Simulacion con Geogebra del Copo de Koch

@,

GeaGebra

e Y unvideo donde se van viendo las diferentes iteraciones.
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https://www.geogebra.org/m/DXX4VMnx
https://www.youtube.com/watch?v=MTYW4Re_RsY
https://www.geogebra.org/m/Mb4wbS8v
https://www.youtube.com/watch?v=MTYW4Re_RsY

Curva de Peano

e ;Qué dimension fractal tendra?
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Curva de Peano

e ;Qué dimension fractal tendra?

T T
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Conjunto de Besikovitch

e ;Qué dimension fractal tendra?

-
..-.l o,

Paso 0 lsa_s}: i Paso2 Paso 3
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Conjunto de Besikovitch

e ;Qué dimension fractal tendra?

B

Paso 0 f’a_s;: 1 Paso 2 Paso 3

Conjunto de Besikovitch:
El conjunto se divide en n=2 partes semejantes al total de razén r = 1/2, por lo que

_log2

= —=
log 2
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Conjunto de Mandelbrot

e Este conjunto se define en el plano complejo fijando un numero complejo c
cualquiera. A partir de ¢, se construye una sucesion por recursion:

{ 20=0€eC (término inicial)

Znt1 = 72 + ¢ (sucesién recursiva)

o Siesta sucesion queda acotada, entonces se dice que ¢ pertenece al conjunto
de Mandelbrot, y si no, queda excluido.
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Conjunto de Mandelbrot

e Ejemplos { 2% =0€C  (término inicial)

Znt1 = 72 + ¢ (sucesién recursiva)

o sic=1 obtenemos lasucesion 0, 1, 2, 5, 26, ..., que diverge.
m Como no esta acotada, 1 no es un elemento del conjunto de Mandelbrot.

o sic=-1obtenemos la sucesion 0, -1, 0, -1, ..., que si es acotada
m lasucesion esta acotada, por tanto, -1 si pertenece al conjunto de
Mandelbrot.
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Conjunto de Mandelbrot

Im|c|

Re[c]
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Definicion de fractal - Mandelbrot

e Mandelbrot (1977) en su obra “The Fractal Geometry of Nature”

1. Figuras que se repiten a si mismas infinitas veces a distintas escalas

(conjuntos autosemejantes).
2. Figuras con dimension no entera (dimensién fractal).
3. Conjuntos que aparecen tras procesos iterativos infinitos.
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Definicion de fractal - Falconer

e Falconer (1990)

o Presentairregularidades a cualquier escala: independientemente de la
escala elegida, el nivel de detalle de un fractal siempre es el mismo,
La geometria euclidea es insuficiente para describirlo
Autosemejante
La dimension fractal es estrictamente mayor que la dimensién topolégica
Se define mediante un algoritmo recursivo

O O O O
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Dimension fractal de elementos conocidos

e Ladimensidén se puede calcular con la siguiente formula
o N:es el numero de copias
o r:es el factor de ampliacion/reduccion

o D esladimension fractal
TS ) — log N
N=r D — logr
e Segmento

o Sidividimos un segmento en n partes iguales, ;cual es su dimension fractal?
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Dimension fractal - segmento

e Segmento

o Sidividimos un segmento en N partes iguales, ;cual es su dimension fractal?

P lOg N
D= log r

log(NV) _ log(N) _ .
s ()

B E—=
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Dimension fractal - cuadrado

e Cuadrado

o Sidividimos un cuadrado en N partes iguales, ;cual es su dimension fractal?

P lOg N
D= log r
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Dimension fractal - cuadrado

e Cuadrado

o Sidividimos un cuadrado en N partes iguales, ;cual es su dimension fractal?

P log N
D= nogr
_ 1 _ ar-1/2
= == N
p_ log(N) _ log(N) _ log(N) _
log ( N—ll,.@) log (N 1/ 2) % log(N)
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Dimension fractal - cubo

e Cubo

o Sidividimos un cubo en N partes iguales, ¢cual es su dimensidn fractal?

P lOg N
D= log r
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Dimension fractal - cubo

e Cubo

o Sidividimos un cubo en N partes iguales, ¢cual es su dimensidn fractal?

P IOSJV
D= log r
N
r = NIB N
_ log(N)  log(N)  log(N)  log(N)

D 3

~ log (1)  log (77) ~ log (N1/3) 2 log(NN) -

La geometria fractal es consistente con la geometria euclidea.
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;Para qué sirven los fractales?

El estudio de los fractales ha ayudado enormemente a explicar fendmenos de nuestro
universo como, por ejemplo:

La formacion de nubes y el funcionamiento de los huracanes
El curso de los rios y la medicion de las costas

El crecimiento de las plantas

El nacimiento de los planetas y la evolucion de las galaxias

El crecimiento de la poblacion

El ruido electrénico

Los terremotos y volcanes

Nou,krWN =
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Dimension fractal - frontera de un pais

e Laleyde potencia de Richardson relaciona el tamafio del instrumento de
medicién con la longitud total medida.

e Richardson descubrié empiricamente que la longitud medida de una frontera o
costa no es una constante, es una funcién de la longitud o regla utilizada para
medirla.

m r:Tamano de la regla o paso de medicién (ej. 100 km, 1 km...)
m K: Constante positiva de proporcionalidad propia de la frontera.
m D: Dimension fractal de la linea

Lir) =K v
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Frontera de un pais

e ;Cual sera la dimensién de la frontera entre Espaia y Francia?
o Dependera la regla con la que se mida (r)

e Silafrontera entre Espafia y Francia tiene D = 1.10

K

L(’f’) — I ,’,1—1.10 = ¥ : ,,,—0.10 = TO.IO

o Conforme la regla r se hace mas pequeia (r — 0), el término en r se hace mas
grande.

o Por lo tanto, la longitud medida L(r) aumenta indefinidamente (L — ).

Maria Arive Beroiz Taller de Talento Matematico de Navarra



Frontera de un pais

e ;Cual sera la dimensién de la frontera entre Espaia y Francia?

K
L(r) = K -717110 — | . =000 _ —
r L(r) Explicacién
100 km
1 km
1m
1cm
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Frontera de un pais

e ;Cual sera la dimensién de la frontera entre Espaia y Francia?

K
L(T’) = ,rl—l.lO =i ,r—O.lO — —=
Ti .
r L(r) Explicacién
100 km Ignora los valles y picos pequefios de los Pirineos

1 km Captura la sinuosidad de barrancos y contornos de rios
1m Mide alrededor de cada roca y saliente rocoso.

1cm Rodea las imperfecciones de los granos de cuarzo en

la piedra.
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Fractales y arte

DIGITAL BY
NATURE

Die Kunst von Miguel Chevalier | 12.9.2025 - 1.3.2026
On Tour: Museum de Fundatie, Zwolle, NL | 3.10.2026 - 4.4.2027

Enlace web
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Fractales y arte

Glossary

The word Tratal™ is deritved from the Latin St meaning
heoken " which 1o turn comes from the verh Sungesr mean
g Yo bresk ante peeces” The term wan coined in WS Iy
mat hemnat icoan Beoolt Mandelbrot (poas 20008 B s usend t
describe grometsic shages thet appest infinitely the aseme
at Effevene scabes Sowntists refer to ths as self sumilar ity
Fowctal putterns can often be fosand (0 sature. for example
in smowflabes, ferme and even the hroccod varety bnown
as romanescn whose indevidual florets sdwinys refloct the
vegrtabie's overall shape Abstract fractals can be gener
sied by compatiers They often benr the mames of thew
createws Mandelbrot set, Hilbert curve. Sierpimsh triangle
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Fractales y arte
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Fractales y arte
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Fractales y arte
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:MUCHAS GRACIAS!

¢ Cuestiones, dudas, sugerencias...?

mariveberol@educacion.navarra.es
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